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XXXI. 


SOPRA UNA PROPRIETÀ GENERALE DELLE EQUAZIONI 
INTEGRALI ED INTEGRO-DIFFERENZIALI 


« Rend. Acc. Lincei», ser. 52, vol. XX,, 1911,; pp. 79-88. 


Ù) 


1. In alcuni precedenti lavori ebbi più volte occasione di mostrare come 
da equazioni differenziali ordinarie o a derivate parziali si potesse pervenire 
a equazioni integro—differenziali con limiti costanti o con limiti variabili, 
passando dalle soluzioni delle une a quelle delle altre ©. Mi permetto qui 
di esporre su questo soggetto le considerazioni generali che mi hanno gui- 
dato nella trattazione di quei varii casi, ponendo a riscontro il passaggio a 
equazioni aventi limiti costanti coll’analogo passaggio a equazioni con limiti 
variabili e la natura diversa delle soluzioni che si trovano nell’uno e nel- 
l’altro caso. 


2. Abbiansi le quantità finite 
Mina , Nhk y DAR GRA °° * (bt j 24,0, 2) 


le quali siano fra loro permutabili, cioè tali che siano verificate le eguaglianze 


LA & 
por mu Nir = $ Mama, 
I I 

£ g 


DIAL Dia a D,Żu Nik , 


I I 


£ Td 
D 2n mir = Diu da 
I I 


per tutte le combinazioni due a due delle 74} , nak , Prk s Qua 3° ** 

Scriveremo le espressioni precedenti coi simboli (72, n)ak = (2, M)hk, 
(7n , p)ar = (Pre (PM = (M, de e analogamente scriveremo 
(mn, Dar = (Mm, n), dar e così di seguito. Porremo poi 


(m , M)ak = (M°)na 
(1) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali. «Rend. Acc. 
dei Lincei», vol. XIXx, ser. 5%, 1910: [in questo vol.: XXIII, pp. 311-322] $ 8; Equazioni 


integro-differenziali con limiti costanti ... Ibid., vol. XX; ser. 5, 1911r. [In questo vol.: XXVIII, 
Pp. 359-363]. 
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ed in generale, se « è il numero delle 72 contenute nella parentesi, scriveremo 
(m vil glia mM) hh sa (770%) 1h 
in modo che il significato della espressione 
[hag dI 9°, ce), 


in cui x, 8.,Y,d ,--- sono numeri interi, resta perfettamente definito. 


3. Ciò premesso, siano. 


Za 35 Z, Za DAT AaB yd £° ub uY w? puo 
Za Sg 2y Zs aa Ba,B,y,d > 23 uP uY w? RAR 


delle funzioni intere qualsiasi delle variabili complesse, z , %,0,%%,--- con 
dior = Barge e A Poniamno 


X Da Dg Zy Fa 0 lapy, uB oY wò... 


TEE pot 


= Do Zg Zy Zo DION, Cari pi, AO UP N 29° vie. 


Evidentemente, mentre gli sviluppi che compariscono al numeratore ed 
al denominatore sono validi qualunque siano i valori di z,%,v,%,:-- Pul- 
timo sviluppo varrà, in generale, soltanto finché i moduli di queste variabili 
saranno inferiori a dati limiti. 

Costruiamo poi le funzioni 


(1) D(z, u,v; we) = La Ep Ly Eo lapy, d, (NO NB dI g’ Naer uButw?. 
(2) Pra(2,4,v,w,-+<)=Za Zg Ly Eo t bagyo,- (270% NB dI gò- o peut... 
(3) Ba (ah, We - -)= Za Zp Zi do: t Ca Biy dnia (MA 208 dI GI paz vd. 


Avremo i teoremi seguenti: 
1° Le funzioni Dx (2,u,v,w,---), Yaa(2,u,v,w,--:) sono funzioni 
intere delle variabili complesse z,u,v,w,--- 
2° La funzione Fix (2z,u,v,w,.--)è il rapporto di due funzioni intere 
delle variabili z,u,v,w,--- 
3° Drz, Fraz , Fra sono permutabili colle mir, Nik , dat) Que 3° * 
Per dimostrare la prima proposizione basta osservare che, scelti arbi- 
trariamente i numeri positivi R, , Ra, R}, R,,:--, potremo trovare un nu- 
mero positivo M tale che 


M 
ô 
RŽ RÊ RY RÈ... 


| da,povsd | < 


Siano ora M, , Ma, #23, #,;,--» rispettivamente i limiti superiori dei valori 
assoluti delle 


EMnk s Nik  EDhk y EQnhk °°° (A,k=1,2)%- 2); 
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sarà 
M 


| Ga,,y,d + (1° NPI + -dial<a e ii — 
tire MER SITTER PRA A 


quindi la serie (1) è convergente finché 


Ri Ro R3 R 
[alito a ii ee 
e, poiché R, , Ra, R, , R; ;--- possono scegliersi tanto grandi quanto si vuole, 


così la serie (1) sarà una funzione intera. Nello stesso modo si dimostra che 
la serie (2) è pure intera. 

Per dimostrare la seconda proposizione si consideri il sistema di equa- 
zioni algebriche lineari i 


g 
(A) Xa + D, Yu Xu = Du (A,k=1,2,::-,8). 


Esso evidentemente è soddisfatto se alle incognite Xx: noi sostituiamo 
le Fix. Ma se risolviamo il sistema algebrico precedente (A) noi troviamo 
che le Xx: si esprimono come rapporti di polinomii razionali e interi nelle 
Dx: e Faz, quindi come rapporti di funzioni intere nelle 2,%,v,%,--- Il 
denominatore comune di questi rapporti non è identicamente nullo, giacché 
esso si riduce eguale all'unità per 2 = u.= U =W =: -e = O; La 2? pro- 
posizione è dunque dimostrata. 

La terza proposizione risulta immediatamente osservando che le Di, 
‘Ya , Faz sono serie i cui termini sono permutabili colle maz , nak , dat s Q#8 3° ** 


4. Seguendo il concetto fondamentale che ho posto a base di tutti gli 
studî sulle equazioni integrali ed integro—differenziali, si ha che facendo 
crescere indefinitamente il numero g, mentre mM, , Ma , 723,78, ,--- si manten- 
gono finiti, si passa facilmente dalle quantità 77243, Nak , Par , gaz t+» alle fun- 
zioni finite e continue permutabili di seconda specie © S, (x,y), S(x,y), 
Sala y) Sa. (£ 19) - + ‘tali cioè che 


S; Sa (+, 9)=S4 Š (4,9) = f Sila, E) Sa (E) dE = [Sa (2, E) SiE, y) E 


e nel caso limite i teoremi del § precedente conducono alle seguenti pro- 
posizioni: 
1° Le funzioni 


5è +» «53 Byrd - e è» 
ò 
4 


è è -ubyt wò - se 


(2) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali, precedentemente 
citata, $ 8, : 
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2° La funzione 


F (2,%,0,w,---|x,y)=Za Xp Zy Zo a Ea DI STSTSI uo... 


è il rapporto di due funzioni intere di 2z,u,v,w,--- 
Le 


D(2,%,v,0,-- x), FP (e, vw, F(£,%,0,0,:-:|£,3), 


considerate come funzioni di x,y, sono funzioni permutabili di 2° specie 
colle Sx (x, Y) Sa(£ I) S3(£,9), Sy (4,9) ©. 


Finalmente la funzione F(2,%,v,w,---,|x,y) potrà ottenersi risol- 
vendo l’equazione integrale 
(A') Fio, ue, t0.,.----|12:9) 


FSE Guo, w, xF e, u,v, w, |E,y)dt 


RORE AE A E N 


5. Supponiamo ora di avere un sistema di equazioni algebriche o diffe- 
renziali di un ordine qualsiasi 


(4) TA CRE PE Baart nt Ua Pia A O E OS ERE Wy Was Wagi Fap ARTE 
Atto teter Fi 
o Gaila y 


OVE Z, Z; , Z2,***, U, Ur y Ua,- figurano come variabili indipendenti di deri- 
vazione, V, Ur y Uzt, W , Wr, Waste come parametri, f,, Fa,- +. come fun- 
zioni incognite e supponiamo, per semplicità, che i primi membri siano poli- 
nomii razionali e interi delle diverse quantità che vi entrano. 

Ammettiamo che esistano delle soluzioni F,,$,,--- che si annullino 
nel punto z = = v = w =; ::= 0, regolari nell'intorno di questo punto 
e che siano esprimibili mediante rapporti di funzioni intere delle variabili 
indipendenti 2 , u ,--- e dei parametri v, w,---, mentre le altre variabili e 
gli. altri parametri 2;, 22,0% Ue puani U Ua aW Ug" Say variano 
entro campi determinati. 


Tali soluzioni patranno scriversi 
do: IS) a ô 
Za Ep 2, 25 i da,f,y,d e Z u? v! w RS 


Lac To dig) eu... 
o By è aB, yò 


( 
tn 2y 362, Da viarie PE RIPARI s uP vY wè REGIO 


ove l’ultimo sviluppo:sarà, in generale, valido finché i moduli diz, u,v, w,- 
saranno inferiori a dati limiti, mentre gli sviluppi del numeratore e deno- 
minatore denotano funzioni intere. 
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Se prendiamo le espressioni 
fe = Ea Ep Ey Za +- + colpa (26) (16a) (VE (WEI, 


in cui &, , Éa, Éz 4st- e sono parametri costanti diversi o eguali fra loro, esse 
verificheranno delle relazioni che si dedurranno immediatamente dalle (4) e 
potranno ridursi a forma razionale e intera che scriveremo 


G, (2,5, POMATA CA RIA CAS PRA I E pa ta FA 
SARAT: +utw +e fn 
pae E PE du 2 cubi... Et) =. 
I 
Ciò premesso costruiamo le funzioni 
a (s) a 2 B zy g 
F; (z, osag p ae an= aaa e a DA OTTA Da O S A A 
ove S, , Sa, S}, 9,4: ++ sono funzioni permutabili di seconda specie. Esse sa- 
ranno, in virtù delle precedenti proposizioni, rapporti di funzioni intere delle 
z2,%,U,W,--- e verificheranno le relazioni 
Gi (2,51): 5 E E AR E O N a A 5 Pi 
UH Art tute E LE prata i 
asta... audi... :++,81,8,,5,,-*)=0, 
a 3z“... Ju du A. 
ove il doppio punto situato sopra alle S, , S., S33 See F1, F.2,:-- e alle 


loro derivate denota che i simboli di operazioni di potenza e moltiplicazione 
ad esse applicate, che figurano nelle espressioni delle G,, vanno interpretati 
come operazioni di composizione. 

Se inizialmente la condizione che le $, si annullino per z = u = v = 


=w =.. -= 0 non fosse soddisfatta, basterebbe moltiplicare le F, per dei 
parametri per ottenerla verificata. 

Analogamente, se nel punto z = u = v =w =---=0 qualche deno- 
minatore delle F, si annullasse, basterebbe fare un cambiamento di varia- 
bili z= z — a, , w = u — a, , V= U — a, , W= w — a, ,: + perché nell’in- 
torno del punto z'= w =v =w =...=o0 le F, fossero regolari. 


6. Noi possiamo quindi enunciare la proposizione generale seguente: 

Ad ogni problema algebrico o differenziale, la cui soluzione conduce a fun- 
zioni esprimibili come rapporti di funzioni intere di un certo numero di varia- 
bili, corrisponde un problema integrale o integro-differenziale la cui soluzione 
è pure esprimibile mediante rapporti di funzioni intere delle stesse variabili. 

I due problemi possono dirsi correlativi e dalla soluzione dell'uno si può 
passare a quella dell altro. 

La generalità di questa proposizione è facile a riconoscersi. Per persua- 
dersene basta pensare alla vasta serie di problemi (come quelli che s’incon- 
trano nella teoria delle funzioni ellittiche, abeliane ecc.) che conducono a 
funzioni espresse come rapporti di funzioni intere. 
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Noi abbiamo accennato già in precedenti Memorie a due esempî: uno 
il quale porta ad una nuova classe di trascendenti meromorfe che comprende 
le funzioni ellittiche ©, l’altro alla determinazione della soluzione fonda- 
mentale di una equazione integro—differenziale a limiti costanti ottenuta 
come estensione della equazione di LAPLACE ‘4. 

Nel primo esempio si partiva da un sistema di equazioni differenziali 
ordinarie le cui soluzioni (funzioni ellittiche) erano rapporti di funzioni 
intere della variabile indipendente. 

Nel secondo esempio si partiva da una equazione alle derivate parziali 
e si considerava la soluzione come rapporto di due funzioni intere di un certo 
numero di parametri. 

È facile riconoscere quale posizione assume il problema della risolu- 
zione delle equazioni integrali lineari nel campo generale di questioni abbrac- 
ciato dalla proposizione precedente. Esso rappresenta il caso più elementare 
che possa presentarsi, ossia esso è.il correlativo del problema della risoluzione 
di una equazione algebrica di 1° grado, il quale evidentemente conduce ad 
una funzione meromorfa dei suoi coefficienti. Infatti se abbiamo l'equazione 


(5) (v + v:) $ =w 
la soluzione sarà 


PA N 
VH vi 


e supponendo v, = 0 il problema correlativo sarà 


v, F(x,y) +ofF t, 5S; (E, y)dt=wS.(x,9) 


ove S, e S, sono funzioni permutabili di seconda specie ‘9. 

Si rifletta ora a tutto l’insieme dei problemi i quali conducono a solu- 
zioni rapporti di funzioni intere in confronto al problema (5) e si avrà il 
grado di generalità delle questioni integrali e integro—differenziali che sca- 
turiscono dalla precedente proposizione generale in confronto al problema 
delle equazioni integrali lineari. 


7. Ritorniamo alla considerazione delle quantità. 


Mik, hh > Phak y qua yt 
e supponiamo ora 


k> 


(3) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro-differenziali, precedentemente 
citata, $ 8. 

(4) Equazioni integro-differenziali con limiti costanti, precedentemente citata. 

(5) Il caso in cui S2 e F sono indipendenti da x segue immediatamente dalla risoluzione 
dell'equazione precedente, come è ben noto. 
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e alla permutabilità intesa nel senso esaminato nel $ 2 sostituiamo l’altra 
condizione 

k—ı k—ı 
(6) 2 Mhi Mik = 2 phi Mik , 


e le analoghe per tutte le combinazioni due a due delle 77243 , nak , Pat , Qua 3° * 
Per denotare le espressioni (6) faremo uso dei simboli 
[2 , nana = [2 , ak 
ossia sostituiremo alle parentesi tonde del $ 2 le parentesi quadre. Scriveremo 
[[7 , x], dla = [n , n , pla. 
[m , mia = [m], 


e così di seguito. 
Se ora noi costruiamo le funzioni 


Que (2, U,V, w, *) = Ea Dp Ly Es +4a,p,9,9,.. [AnP DY? lun e" uP oY w. 
dae (z,u, v, w, +) = Da Zp Zy Bo oe ba,g yd,- [22% 28 DY gè. e e Jae at ub uY wò. o 
Fha (2 u,v, w, t) = Zap Dy Do ii Ca,p,y,8,--- [2% nP DY gò anast u uY wd. -. 


avremo che esse saranno funzioni intere di z,u,U,Ww,':: e saranno per- 
mutabili, nel senso ora considerato, con my , Mak , Phk , Que, ** 

Che xi e pag siano funzioni intere è ovvio. Che lo sia anche fa si dimo- 
stra osservando che le equazioni 


k—-1 
(B) Xnk + 2 Dar ra = Dk 
+1 


sono soddisfatte prendendo x44 = fa e che risolvendo le (B) rispetto alle 
x, Si esprimono queste quantità mediante polinomî razionali ed interi nelle 


ue €: aa 


8. Nel caso adesso contemplato, con un passaggio al limite analogo a 
quello a cui abbiamo accennato nel $ 4, si passa dalle quantità 724%, 244, 
Dia, qua ,°** alle funzioni finite e continue permutabili di 1% specie ‘9 
Sn (03) è Sa (FP) (EM D), aA cioè tali “che 

eh £ 
Si (1, E aE, y) dE = far, D Ey), 


e la proposizione del § precedente nel caso limite diviene: 


(6) Questioni generali sulle equazioni integrali ed integro—differenziali, precedentemente 
citata, $ I. 
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Le funzioni 


PE, 1,0, E S E VE FEE erat. 
yz, u, w, |k, y) = Ea Lp Ly Es bagya sto o rubout w... 
f (e,u, w, |x, yY) = Za Ep Ey Eo t Ca pyd SEE SYS oo ruu wd.. 


(in cui i simboli di potenza e di moltiplicazione applicate alle sx, Sa, S3, S,- 
denotano operazioni di composizione di I° specie ) sono funzioni intere delle 
variabili complesse z,u,v,w,--- e, considerate come funzioni di x , y, sono 
funzioni permutabili di 1° specie colle s: (x, Y), Sa (X, Y) s S3 (£, Y), 54 (£Y), 

Inoltre la funzione f(z,u,v,w,:--|x,y) potrà ottenersi risolvendo 
l'equazione integrale 


(B) A Enota Wi + 84) 
+fY(E,u,0,w, |, E)f(e,u,v,w,---|E,9) E 


=@9(2,%,y,w,---|x,7). 


9. Riprendiamo le equazioni (4) e costruiamo.le funzioni 


ò 
felt ur e| xy) = Za Dp Ly Zac: 00 64,0, uuw. es sS 


ove le operazioni applicate. alle s, , $3, s3, s4,--- debbono intendersi opera- 
zioni di composizione di 12 specie. Esse saranno funzioni intere delle 2, x, 
v,w,--- e verificheranno le relazioni 
Gia ta O IT 
placida alii a ite , h n 
oh pear enr CITA AS: £ K s.. a 

dak orti... auto... pira; Arad ; 

ove il punto segnato sopra alle s, , $a, $3, S43" fa, fa,- e alle loro deri- 


vate denota che i simboli delle operazioni di potenza e moltiplicazione da 
applicarsi a queste funzioni nelle espressioni G, significano operazioni di 
composizione di 1? specie. i 


10. Il teorema del $ 6 può quindi essere completato nella maniera 
seguente: 

Ad ogni problema algebrico o differenziale, la sui soluzione conduce a fun- 
zioni esprimibili come rapporti di funzioni intere di un certo numero di varia- 
bili, corrisponde (oltre al problema correlativo già considerato nel $ 6) un secondo 
problema correlativo integrale o integro-differenziale la cui soluzione è data da 
funzioni intere delle stesse variabili. 

Anche per questo nuovo problema correlativo Ja soluzione può ricavarsi 
da quella del problema primitivo. 
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Le relazioni che passano fra il problema primitivo (problema ‘algebrico 
o differenziale) e i due problemi correlativi risultano ben chiare da tutto 
l’insieme della teoria che abbiamo svolta. 

L'ultima proposizione, riguardante l’esistenza del 2° problema correla- 
tivo le cui soluzioni sono funzioni intere, si può considerare come dipendente 
da un teorema generale che ho dato nella mia Nota: Questioni generali sulle 
equazioni integrali ed integro-differenziali e sotto questo. aspetto essa può 
essere estesa, giacché si puó togliere la restrizione che il problema primitivo 
dia soluzioni che siano rapporti di funzioni intere, ma basta che esse siano fun- 
zioni regolari nell'intorno del punto g =u=v=w=.-..=o. 

Però per lo scopo, che avevamo in vista, di mettere in raffronto il pas- 
saggio a equazioni integrali o integro—differenziali con limiti costanti con 
quello a equazioni integrali o integro-differenziali con limiti variabili, e di 
considerare in un unico insieme i tre problemi: quello primitivo ed i due 
correlativi, conveniva procedere come abbiamo qui fatto. 


11. Nel $ 6 abbiamo accennato che le funzioni ellittiche, in virtù del 
1° problema correlativo conducono ad una nuova classe di trascendenti me- 
romorfe. In virtù del 2° problema correlativo esse conducono anche ad una 
nuova classe di trascendenti olomorfe. Di ambedue abbiamo brevemente 
parlato nella Nota precedentemente citata ‘ e così dei corrispondenti zeo- 
remi di addizione integrale a cui esse soddisfano. 

Come è stato detto nel $ 6, mediante il primo problema correlativo, 
si passa da una equazione differenziale del tipo di LAPLACE ad una equazione 
integro-differenziale a limiti costanti di cui si può calcolare la soluzione fon- 
damentale. Per mezzo del 2° problema correlativo si può ottenere la solu- 
zione fondamentale di una equazione analoga integro—differenziale a limiti 
variabili. 

Ma qui torna in acconcio osservare che, mentre pel passaggio al 1° pro- 
blema correlativo, conviene partire da una equazione del tipo di LAPLACE 
con un numero pari di variabili maggiore di due, onde poter operare sopra 
una soluzione esprimibile come rapporto di funzioni intere, tale restrizione 
non è più necessaria nell’altro caso in virtù di quanto è stato osservato alla 
fine del $ precedente. (Si cfr. la Nota: Osservazioni sopra le equazioni integro- 
differenziali ed integrali) ®. 

Tralasceremo in questa Nota di parlare della estensione delle conside- 
razioni svolte al caso di composizioni relative ad integrali multipli, di cui 
un breve cenno fu dato nella Nota suddetta ©°, e delle varie applicazioni 
delle considerazioni stesse. Ci basti ricordare l’impiego del 2° problema cor- 
relativo per la soluzione dei problemi naturali di carattere ereditario. 


(7) 8 6. 

(8) $$ 6, 8. i 

(9) « Rend. Acc. dei Lincei», vol. XIX, ser. 58, 1° sem., 3 aprile 1910. [In questo, 
vol.: XXV, pp. 328-330]. 

(10) $ 5. 
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